Efekty zewnetrzne i dobra publiczne — zadania wraz z rozwigzaniami

Zadanie 1

Duza fabryka pompuje scieki do pobliskiego jeziora. Jezioro jest rowniez uzywane jako teren

rekreacyjny przez 100 oséb. Niech X bedzie iloscig sciekdw (w hektolitrach) wylewanych do jeziora.

Niech Y; bedzie liczba godzin, jakg osoba i spedza dziennie nad jeziorem, wedkujac i ptywajac. Niech

C; bedzie kwotg w dolarach, jaka osoba ta przeznacza na konsumpcje innych débr. Zyski firmy zaleza

od ilosci spuszczonych $ciekéw i wynoszg 1200X — 100X2. Wszyscy konsumenci majg takie same

funkcje uzytecznosci (wyrazajace szczescie danego osobnika w dolarach) o postaci U(Y;, C;, X) = C; +

9Y; — Yl-2 — XY; i jednakowe dochody. Zatéimy, ze nie ma zadnych kar natozonych za wpuszczanie

Sciekow do jeziora.

a)
b)
c)

d)

f)

lle wynosi zysk fabryki? lle Sciekdw wpusci do jeziora?

lle godzin spedzi nad jeziorem kazdy konsument?

lle dolaréw sktonni bedg zaptaci¢ maksymalnie konsumenci, by fabryka zmniejszyta emisje
Sciekdw o jednostke? Czy fabryka zgodzi sie na to? lle minimalnie powinna zazadac fabryka za
zmniejszenie emisji o jednostke?

Do jakiego poziomu konsumenci sg w stanie obnizy¢ emisje ptacac firmie (i nie obnizajgc przy
tym swojej uzytecznosci ponizej wyjsciowego poziomu)? lle wowczas bedg jej ptaci¢?

lle powinna zazgdac¢ fabryka od konsumentédw za ochrone sSrodowiska i o ile powinna
zmniejszy¢ emisje zanieczyszczen, jesli chce zmaksymalizowac swdj dochéd?

Do jakiego poziomu konsumenci obnizg poziom emisji w celu zmaksymalizowani swojej
uzytecznosci?

Rozwigzanie

a)

b)

c)

d)

Fabryka maksymalizuje swdj zysk, wybierajac optymalny poziom emisji Sciekdw. Pochodna
zysku to 1200 — 200X, ktéra przyréwnana do zera daje X = 6, czyli zysk wynosi 3600.
Konsument maksymalizuje swoja uzytecznos¢ wzgledem liczby godzin spedzonych nad
jeziorem. Pochodna uzytecznosci to 9 — 2Y; — X = 3 — 2Y;, co przyréwnane do zera daje
Y; =1,5.

Jezeli fabryka zmniejszy emisje o jednostke, to uzytecznos¢ konsumenta przyjmie postaé
U(Y;, C;,5) = C; + 9Y; — Y — 5Y;. Konsument maksymalizujac te uzytecznosé ustali, ze chce
spedzaé nad jeziorem 2 godziny dziennie (przyrownujemy pochodng do zera). Kwota, jaka
maksymalnie zaptaci jeden konsument za zmniejszenie emisji Sciekdw o jednostke, jest to
roznica pomiedzy uzyteczno$cia po zmianie, a uzytecznoscia przed zmiang, a wiec
U2,¢;,5 —U(1,5C,6)=C;+9%x2—-22-5%x2—-C;—9%x1,5+152+6x15=
1,75. W sumie konsumenci zaptacg firmie maksymalnie 175. lle wyniesie zysk firmy, gdy
emisja zostanie zmniejszona do 5? 1200 X 5— 100 x 52 + 175 = 3675 > 3600. Firma
zatem zyska 75 na takiej umowie, jest ona dla niej korzystna. Firma zgodzi sie na ograniczenie
emisji o jednostke, o ile konsumenci zaptacg jej wiecej niz 100.

Sytuacja ta ma trzy podstawowe aspekty. Po pierwsze, konsumenci maksymalizujg swojg
uzytecznos¢ przy danym poziomie zanieczyszczenia i danej kwocie przeznaczonej na ochrone
Srodowiska. Po drugie, firma nie zgodzi sie na obnizenie emisji, jezeli jej zysk bedzie nizszy niz



3600. Trzeci aspekt jest specyficzny dla tego podpunktu: konsumenci minimalizujg
zanieczyszczenie, a wiec przeznaczg na ochrone srodowiska najwieksza mozliwg kwote, ktéra
nie obnizy ich uzytecznosci ponizej poziomu wyjsciowego. Zajmiemy sie teraz matematyczng
strong tych trzech aspektéw.

Konsument maksymalizuje swojg uzytecznosé¢: U(Y;, C;, X) = C; + 9Y; — Yiz — XY;. Aby
wybraé optymalny poziom czasu spedzonego nad wodga, przyréwnujemy pochodng do zera:
U
v =
informuje nas o tym, ile czasu spedzi nad jeziorem konsument, gdy zanieczyszczenie wynosi
X.

Zysk firmy z produkcji wynosi 1200X — 100X2. Obnizenie emisji $ciekéw zmniejsza zysk

9 —2Y; — X = 0. Wynika z tego, ze (1) ¥; = %. OtrzymaliSmy prostg formute, ktéra

firmy. Firma zgda rekompensaty. Oznaczmy przez k kwote, ktérg przeznacza na ochrone
Srodowiska pojedynczy konsument. Firma otrzymuje w sumie rekompensate w wysokosci
100k. W zamian za to, forma obniza poziom emisji tak, aby jej catkowity zysk nadal wynosit
3600. W efekcie otrzymujemy warunek 1200X — 100X? + 100k = 3600. Mozemy z niego
wyliczyé k: (2) k = 36 — 12X + X2,

Trzeci aspekt jest bardziej ztozony. Na poczatku wyliczmy ile wynosi uzyteczno$¢ konsumenta
w sytuacji wyjsciowej: U(1,5,C;, 6) = C; + 2,25. Po obnizce emisji, uzytecznos¢ konsumenta
wyniesie U(Y;, C;, X) — k, gdzie Y; stanowi czas spedzony nad jeziorem po obnizce emisji, X
stanowi obnizony poziom emisji, za$ k to koszty ochrony srodowiska poniesione przez tego
konsumenta. Konsumenci wybierajg jak najwieksze k, wowczas firma dostanie najwiekszg
rekompensate, czyli obnizy emisje najbardziej. Jednakie k nie moze rosngé w
nieskonczonos¢. Konsumenci nie zgodzg sie tozy¢ na ochrone S$rodowiska tyle, ze ich
uzytecznos$¢ spadnie ponizej jej poziomu wyjsciowego. Zatem k zostanie dobrane tak, ze
uzytecznos¢ osiggnieta przez konsumentow bedzie réwna uzytecznosci wyjsciowej. Oznacza
to, ze U(1,5,C;,6) = U(Y;, C;, X) — k, co po rozpisaniu daje nam (3) C; + 2,25 = C; + 9Y; —
Y? — XY, — k.

Majac juz formuty matematyczne wszystkich trzech istotnych aspektéw, mozemy przystgpic
do obliczen. Wstawiamy do réwnania (3) réwnanie (1) i (2). Otrzymujemy:

Ci+225=C(; + 9% - (%)2 - X% — (36 — 12X + X?), co po uproszczeniach daje
nam réwnanie kwadratowe: —3X2 + 30X — 72 = 0. Réwnanie to ma dwa rozwigzania: 4 i 6.
Interpretacja drugiego jest oczywista: uzytecznosci zréwnujg sie dla k = 0, wéwczas po obu
stronach (3) mamy te samg sytuacje. Interpretacja pierwszego to zatem wiasnie ten obnizony
poziomem zanieczyszczen, ktérego poszukujemy: X = 4.

Sprawdzmy teraz czy wszystko sie zgadza. Zysk firmy z produkcji wyniesie 1200X — 100X? =
3200. Firma zatem oczekuje rekompensaty w wysokosci 400. Czy rzeczywiscie takg dostanie?
Konsumenci maksymalizujg swojg uzyteczno$é, zgodnie z formutg (1) spedzajg teraz nad
wodg 2,5 godziny dziennie. Ich uzytecznos¢ przed wytozeniem na ochrone srodowiska wynosi
U(2,5,C;,4)=C;+9%x25—252-25%x4=C;+6,25. lJest zatem o 4 wyisza od
uzytecznosci wyjsciowej, konsument moze przeznaczy¢ 4 dolary na ochrone srodowiska.
Konsumentow jest sto, a wiec razem wyktadajg na ochrone srodowiska 400. Wszystko sie
zgadza.

Tym razem z inicjatywag wychodzi firma. Firma chce osiggng¢ jak najwiekszy zysk kosztem
konsumentéw. Oferuje im zmniejszenie emisji zanieczyszczed. Konsumenci bedg mieli dzieki
temu wiekszg uzytecznosé, firma oczywiscie sprobuje przechwycic catg te nadwyzke 73dajac
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odpowiednio wysokich optat. Oznacza to, ze w mocy pozostaje réwnanie (3) z poprzedniego
podpunktu — firma zada tak duzego k, ze konsument pozostaje z uzytecznoscig na poziomie
wyjsciowym (jesli zazgda wiekszego, wdéwczas konsument sie na to nie zgodzi). Nie
zapominajmy tez o tym, ze gdy optata zostanie natozona i gdy fabryka ustali poziom emisji,
konsument nadal bedzie wybierat optymalny dla siebie czas nad jeziorem, w mocy
pozostanie zatem réwniez réwnanie (1).

Wykorzystamy teraz réwnanie (1) i (3) by okresli¢c ile wyniesie opfata natozone na
pojedynczego konsumenta w zaleznosci od poziomu zanieczyszczen:

C; + 2,25 = C; + 9Y; — Y? — XY; — k, z czego wynika, ze k = 9Y; — Y;? — XY; — 2,25 i po
wstawieniu (1) otrzymujemy: k = 9% — (%)2 — X% —2,25.

Catkowity dochdd fabryki to 1200X — 100X?% + 100k = 1800 + 750X — 75X2. Fabryka
maksymalizuje ten dochdd, wybierajgc optymalny poziom zanieczyszczen. Po przyréwnaniu
pochodnej do zera okazuje sie, ze X = 5. Z rozwigzani podpunktu c) wiemy, ze konsumenci
beda sktonni zaptaci¢ przy takim poziomie zanieczyszczern maksymalnie 1,75 dolara za
ochrone srodowiska — catkowity zysk fabryki wyniesie wiec 3675.

f) Tutaj sytuacja jest analogiczna do tej z poprzedniego punktu, tylko z inicjatywag wystepuja
konsumenci. To firma jest zytowana przez plazowiczéw, zatem w mocy pozostajg réwnosci
(1) i (2). Konsumenci bedg zas maksymalizowa¢ swojg funkcje uzytecznosci. Poniewaz to oni
teraz rozdajg karty, oni wptyng na wielko$¢ emisji zanieczyszczen (oczywiscie nie moga jej
ustali¢ na takim poziomie by fabryka tracita — wynika to z réwnania (2)). Policzmy uzytecznos¢
konsumentéw, wstawiajac do niej (1) i (2): U(Y;, C;,X) = C;+9Y; — Y2 — XY, —k =C; +

9= - (%)2 —XZE— (36— 12X + X?) = C; —2X? + 7,5X — 15,75,
Liczymy pochodng i przyréwnujemy do zera. Wychodzi X = 5. A wiec réwniez z punktu
widzenia konsumentéw emisja na poziomie 5 jest optymalna. Tym razem jednak dochéd
firmy bedzie wynosit 3600, za$ nadwyzka pozostanie w kieszeniach konsumentéw. Ich
uzytecznos$¢ wyniesie U(2,C;,5) —1=0C;+3 i bedzie o 0,75 wyzsza niz w sytuacji
wyjsciowej.

Zadanie 2

Witek, Zbyszek i Kazik zawitali do domu wypoczynkowego ,Iskra”. W domu wypoczynkowym ,,Iskra”
sg dwie mozliwosci spedzania wolnego czasu. Mozna albo poddacd sie masazowi stop, ktory kosztuje 5
zt za godzine, albo oglagdac telewizje — uzywanie telewizora kosztuje 18 zt za godzine. Panowie
zdecydowali, ze aby zaoszczedzi¢, telewizje bedg zawsze ogladali wspdlnie i dzielili sie optatg po
rébwno — stanowi ona zatem dobro publiczne. Funkcja uzytecznosci Witka ma postaé¢ U; (X1, G) =
2InX, + 3InG (zatem nieco bardziej lubi on TV od masazu stdp), a jego majatek wynosi 200 zi.
Funkcja uzytecznosci Zbyszka ma postac¢ U,(X,, G) = 3InX, + 2InG (zatem nieco bardziej lubi on
masaz od TV), a jego majatek wynosi 300 zt. Funkcja uzytecznosci Kazika to U3 (X3, G) = 4InX3 + InG
(jest on zdecydowanym zwolennikiem masazu) a jego majatek wynosi 340 zt. G oznacza liczbe godzin
dziatania telewizora, zas X to liczba godzin masazu dla odpowiedniego osobnika.

a) lle czasu panowie spedzg wspdlnie przed telewizorem? lle kazdy z pandw spedzi godzin na
masazu stop?

b) Gdyby panowie sie nie dogadali i kazdy z panéw ogladatby osobno telewizje ptacac 18 zt za
godzine, to ile czasu spedzaliby na poszczegdlnych czynnosciach?
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c) Gdyby kazdy z pandéw modgt ogladac telewizje niezaleznie i ptaci¢ za nig tylko 6 zt, to jaki
poziom konsumpcji zostatby przez nich wybrany?

d) Uszereguj powyisze sytuacje od tej, w ktérej dobrobyt jest najwiekszy do tej, w ktoérej
dobrobyt jest najmniejszy. Czy idea dobra publicznego sprawdza sie?

Teoria

Na poczatek kréotkie przypomnienie. Konsument wybiera koszyk, w ktérym kraricowa stopa
substytucji jest rdwna relacji cen. Gdyby wybrat koszyk débr nie spetniajagcy tego warunku,
oznaczatoby to, ze sprzedajac stosunkowo droisze dobro mogtby zwiekszyé swojg uzytecznosc.
Warunek ten zapisujemy jako:

oU/0X px
oU/dY  py

gdzie U to funkcja uzytecznosci, X i Y to dwa dobra, zas p to cena odpowiedniego dobra. Lewa strona
to krancowa stopa substytucji (albo jej warto$¢ bezwzgledna, zalez od tego jakg definicjg sie
postugujemy), zas prawa to stosunek cen. Powyzszy warunek to warunek na optymalnos¢ wybranego
koszyka przy zadanej relacji cen; do znalezienia kombinacji X i Y, ktorg wybierze konsument
potrzebujemy jeszcze warunku na optymalnos¢ koszyka przy ograniczeniu budzetowym, ktore gtosi,
ze M = pxX + pyY, czyli ze caty majatek M zostat wydany na dobra.

W przypadku débr publicznych sprawa sie nieco komplikuje. Tutaj postugujemy sie sumga uzytecznosci
konsumentéw, jako miara dobrobytu. Wyobrazmy sobie, ze startujemy od zera i powoli zwiekszamy
ilos¢ dobra publicznego. Uzyteczno$¢ konsumentdw rosnie, poki kraricowa uzyteczno$é jest wyzsza
od krancowego kosztu. Krancowg uzytecznosc i krancowy koszt mozemy mierzy¢ w jednostkach
drugiego analizowanego dobra. | tak, z przyktadu z zadania: kraricowy koszt czasu w TV, czyli koszt
jaki poniesiemy zwiekszajac czas spedzony przed telewizorem o jednostke, to 18/5 = 3,6 godzin
spedzonych na masazu stép. Aby zwiekszy¢ ilo$¢ TV o godzine, trzej panowie muszg w sumie
zrezygnowac z 3,6 godzin masazu. Tyle jesli chodzi o koszt krancowy. Teraz uzytecznos¢ kraricowa. Te
tez mozna wyrazic w godzinach spedzonych przed TV. lle wynosi wzrost uzytecznosci Kazika
wynikajgcy ze zwiekszenia o godzine czasu spedzonego przezen przed telewizorem (tzn. uzytecznosc
krancowa wzgledem TV)? Warto$¢ te oznaczamy jako dU;/0Xs3. Z kolei ile wyniesie wzrost
uzytecznosci Kazika wynikajacy ze zwiekszenia o godzine czasu spedzonego przezen na masazu stép
(uzytecznos$¢ krancowa wzgledem masazu)? Wartos¢ te oznaczamy jako dUs/0G. Jezeli zwiekszenie
czasu TV o jednostke zwieksza szczescie delikwenta o dU;/0G, a zwiekszenie czasu masazu o

jednostke zwieksza szczescie delikwenta o dU;/0X3, oznacza to, ze wzrost czasu TV o jednostke jest
dU3/dG
dU3/0X5
jednostke dobra G w jednostkach X, lub inaczej z ilu jednostek X bytby w stanie zrezygnowac za

rownoznaczny ze wzrostem czasu masazu o . Utamek ten mowi nam jak on sobie wycenia

jednostke G (kraricowa stopa substytucji!). Wynika z tego, ze kraricowa uzytecznos$¢ z konsumpcji
dobra G (TV) wyrazona w sztukach dobra X (masaz), to nic innego jak krancowa stopa substytucji
miedzy G a X.

Interesuje nas koszt krancowy poniesiony w sumie przez wszystkich obywateli (czyli cena dobra
publicznego) i kraricowa uzyteczno$é wszystkich obywateli wynikajgce ze zwiekszenia oglagdalnosci TV
o jedng godzine. Te dwie wartosci muszg sie réwnaé. Powyzej obliczyliSmy ile kranncowa uzytecznosé
wynosi dla Kazika, teraz musimy zrobi¢ to samo dla pozostatych cztonkéw spoteczenstwa i zsumowac
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wyniki — wyjdzie nam krancowy wzrost catkowitej uzytecznosci (tzn. z ilu godzin masazu sg w stanie

zrezygnowa w sumie panowie za jedng godzine oglgdania TV wiecej). Zatem formuta optymalnosci
au;/o0G Pc
L2 =26 pg
oU;/0Xi px
lewej stronie mamy kraficowg uzytecznos$¢ z TV wyrazong w godzinach masazu, po prawej mamy

wyboru przy zadanych relacjach cen dla dobra publicznego bedzie wygladata tak: ;

krancowy koszt TV wyrazony w jednostkach masazu.

Powyzszy warunek jest jedynie warunkiem optymalnosci przy zadanej relacji cen. Aby rozwiktaé
jakiego wyboru dokonajg konsumenci, nalezy postuzy¢ sie jeszcze warunkami optymalnosci przy
zadanym ograniczeniu budzetowym dla kazdego konsumentéw. W ponizszym rozwigzaniu znajduje
sie ilustracja tego toku rozumowania.

Rozwigzanie

a) Zaczniemy od warunku na optymalnosé¢ przy zadanej relacji cen. Najpierw policzymy

wszystkie niezbedne pochodne:
du, 2 oU; 3 dU, 3 dU, 2 dU; 4 dU; 1
90X, X,'0G G'0X, X,'0G G 0X; X,'0G G
Teraz mozemy przystgpi¢ do wyliczania uzytecznosci kraricowe] ptynacej ze zwiekszenia czasu
przeznaczonego na TV o jednostke:

3 2 1
S 0U/0G  3/G 2/G  1/G  SXi+3Xa+zXs p,
£ 0U;/0X;  2/Xy  3/X,  4/X3 G ©Px
1=
Po przeksztatceniach otrzymujemy:
3 2 1
X +ix,+ox, =26

2 3 4 Px
| to jest wiasnie nasz poszukiwany warunek, ktéry wigze poziom konsumpcji wszystkich débr.
Teraz warto zajgc sie tym, co wynika z ograniczen budzetowych naszych trzech panéw. Otdz:
Pc

M1 =pr1 +p?GG,M2 =pXX2 +p?GG,M3 =pXX3 +?G

Gdzie M to wielkos$¢ majatku odpowiedniego pana. Przeksztatcajgc otrzymujemy:
Pc Pc
X1 =M, _?G)/pX;XZ = (M, —?G)/PXJX3 =Mz ——
Mozemy to wstawic to do poprzedniego rdwnania:
3 Pc 2 Pc 1 Pc Pc
-(M; ——¢G +-(M, ——G +-(M; ——¢G =—G
2( 1773 )/px 3( 2773 )/px 4( 373 )/px Py

Po przeksztatceniach upraszczamy to do:
3 2 1
B le + §M2 + ZM3

Mozemy wstawi¢ znane nam z tresci zadania liczby. Otrzymujemy G = 18. Wiemy zatem, ze

panowie spedzg wspdlnie przed telewizorem 18 godzin. Aby dowiedziec sie ile czasu kazdy z
nich przeznaczy na masaz, wystarczy skorzysta¢ z ograniczenia budzetowego: X; = (M; —
p?GG)/pX = (200 — 6 x 18)/5 = 18,4. Witek przeznaczy na masaz 18 godzin i 24 minuty.
Analogicznie mozemy wyliczy¢ te wartos$¢ dla pozostatych: X, = 38,4 i X; = 46,4.
b) Teraz musi dokona¢ trzech osobnych optymalizacji. Dla Witka wyglada to tak:
au, /G 3/G  3X, pg
aUy/X, 2/X; 2G px




c)

d)

Z czego, po wstawieniu ograniczenia budzetowego, otrzymujemy:

- (s = poG)/px =226
Mozemy do powyzszej rownosci wstawié¢ znane parametry i wyliczy¢é warto$¢ G. Wychodzi, ze
G = 6,67. Analogicznie postepujemy dla pozostatych dwdch panéw. Dla Zbyszka takze G =
6,67. Natomiast dla Kazika G = 3,78. Czas poswiecony na masaz stép wynosi dla nich
odpowiednio 16, 36 oraz 54,4.
Teraz musimy wykonac identyczng operacje jak w podpunkcie b) z ta réznica, ze cena bedzie
trzykrotnie mniejsza. Otrzymamy nastepujace rezultaty: Witek spedzi przed TV 20h, na
masazu za$ 16h. Dla Zbyszka liczby te wyniosg 20h i 36h, za$ dla Kazika 11,33h i 54,4h. tatwo
zauwazyé¢, ze znaczgca rdznica w optacie za telewizje zmienia jedynie konsumpcje tego
wiasnie dobra, nie ma wptywu na zapotrzebowanie na masaz stop. Uwaga! Nie musi tak by¢
zawsze. Takg sytuacje spotkamy tylko dla pewnych specyficznych funkcji uzytecznosci.
W ponizszej tabelce znajdujg sie uzytecznosci osiggane przez kazdego z konsumentéw w
kazdej z powyzszych sytuacji, oraz ich sumy. Zostaty one wyliczone poprzez wstawienie do
wzoru na uzytecznos¢ odpowiednich wartos$ci konsumpcji dobra Xi dobra G.

Sytuacja | Witek Zbyszek Kazik Suma

a) 14,496 16,725 18,240 49,461
b) 11,236 14,545 17,315 43,096
) 14,532 16,742 18,413 49,687

Whiosek: najwiekszy dobrobyt miatby miejsce, gdyby koledzy mogli ptaci¢ po 6 zt za
telewizje, ale nie musieli oglagdac¢ jej razem. Sg wowczas w petni wolni i mogg niezaleznie
maksymalizowaé swoja uzytecznosé. Niestety telewizja nie jest taka tania, zatem panowie
muszg sie na nig ztozy¢, lub ptaci¢ 18 zt ogladajac osobno. W tym drugim przypadku ich
uzytecznos¢ jest ewidentnie mniejsza niz w drugim. Ponadto, traktujgc telewizje jak dobro
publiczne, osiggajg oni uzytecznosé¢ zblizong do tej, ktéra osiggneliby w sytuacji c).
Potraktowanie telewizji jak dobro publiczne jest zatem optacalne, zaréwno z punktu widzenia
catosci jak i dla kazdego z osobna.

Warto jeszcze zauwazyé, ze najmniejszg uzytecznos¢, niezaleznie od sytuacji ma Witek,
wiekszg ma Zbyszek, a najwiekszg Kazik. Wynika to oczywiscie z wielkosci ich majatkow, a
takze z tego, jak bardzo lubig oni masaz stép, ktory przeciez jest tanszy!



