Zastosowanie teorii gier w analizie mikroekonomicznej — zadania wraz z rozwigzaniami

Zadanie 1
Dylemat wieznia.

W areszcie siedzi dwdch wieznidw. Znajdujg sie w osobnych celach i nie mogg sie komunikowac.
Policja nie jest w stanie znalez¢ dowoddw winy i tylko wzajemnie oskarzajgce sie zeznania wieznidw
moga doprowadzi¢ do ich skazania i osadzenia. Jezeli zaden z wieznidw nie zgodzi sie wspotpracowad,
wowczas obaj spedzg w areszcie po roku. Jezeli obaj zgodza sie wspdtpracowad, wéwczas kazdy z nich
spedzi w wiezieniu piec lat. Jezeli tylko jeden okaze skruche, a drugi bedzie milczat, wéwczas ten
pierwszy dostanie wyrok w zawieszeniu, za$ drugi bedzie musiat odsiedzie¢ dziesiec¢ lat. Jak zachowa
sie kazdy z wieznidw?

Rozwigzanie

Powyzsza sytuacja moze zosta¢ podsumowana w postaci tabelki.

Wiezien Il wspétpracuje | Wiezien Il milczy

Wiezien | wspoétpracuje | (5,5) (0,10)

Wiezien | milczy (10,0) (1,1)

gdzie ( a, b ) oznacza, ze w danej sytuacji wiezien | spedzi w odosobnieniu a lat, zas wiezien Il b lat.

Wiezniowie nie mogg sie komunikowac. Wiezien pierwszy zastanawia sie nad swojg sytuacja: ,Jezeli
wiezien drugi zgodzi sie wspodtpracowaé, to moge spedzic 10 lat milczac lub 5 lat rowniez
wspotpracujgc — optaca mi sie zatem wspodtpracowad. Jezeli drugi wiezien bedzie milczat, to moge
spedzi¢ w wiezieniu rok réwniez milczac albo wyjs¢ od razu dzieki wspdtpracy. W obu wypadkach
optaca mi sie wspotpracowac.”

Drugi wiezien mysli podobnie. Obaj podejmujg wspdtprace mimo, ze milczenie gwarantowatoby im
pieciokrotnie mniejszy wyrok. W tym przypadku réwnowaga Nasha nie jest optymalna.

Rownowaga Nasha — zestaw strategii wszystkich graczy taki, ze kazdemu z graczy z osobna nie optaca
sie zmieniac swojej strategii.

Zadanie 2
Sadownictwo.

Rozpatrzmy gre z poprzednich zaje¢. Wyptata sadownika to 6 + 2m — x, gdzie m to minimalna
inwestycja podjeta przez wszystkich sadownikéw, zas x to warto$¢ inwestycji konkretnego
sadownika, ktéra jest liczbg catkowitg i dla uproszczenia wynosi albo 1 albo 7. Zatézmy réwniez, ze
sadownikow jest tylko dwdch. Jakie decyzje powinni oni podjg¢ na gruncie teorii gier?



Rozwigzanie

Znoéw, wyptaty sadownikdw mozna zestawié za pomoca tabeli.

Sadownik Il inwestuje 7 Sadownik Il inwestuje 1
Sadownik | inwestuje 7 | (13,13) (1,7)
Sadownik | inwestuje1 | (7,1) (7,7)

W tabelce zakreslamy w pierwszym wierszu opcje lepszg dla Il sadownika, nastepnie robimy to samo
dla drugiego wiersza. Nastepnie w pierwszej kolumnie zaznaczamy opcje lepszg dla pierwszego
sadownika i powtarzamy to w drugiej kolumnie. Kombinacje strategii wybrane przez obydwu
sadownikéw sg rownowagami Nasha.

W tej sytuacji mamy dwie réwnowagi Nasha. Obaj gracze mogg rownoczesnie zainwestowaé. Obaj
gracze mogg rownoczesnie nie inwestowac. Skad zatem wzigt sie problem defektu koordynacji?
Czemu na zajeciach studenci wybierali nieinwestowanie? Na te pytania odpowiemy na zajeciach
(mozna tez sprébowac samodzielnie sie zastanowic).

Zadanie 3

Jakg odpowiedZ na pytanie o optymalng strategie daje teoria gier w przypadku gry w ,papier,
nozyczki i kamien”? (Dla przypomnienia: papier bije kamien, kamien bije nozyczki, nozyczki bijg
papier.)

Rozwigzanie

W gre gra dwdch graczy, kazdy z nich ma do wyboru trzy opcje. Przedstawia to nastepujgca tabelka:

Gracz B
papier | nozyczki | kamien

papier ( 0/ 0 ) ( _11 l) (ll -1 )
GraczA | nozyczki | (1,-1) | (0,0) (-1,1)
kamiedn | (-1,1)|(1,-1) |(0,0)

Zadna kombinacja nie jest podkreélona przez obu graczy, rownowaga Nasha zatem nie istnieje. Nie
ma takiej kombinacji strategii, w ktérg gracze mogliby gra¢ — zawsze przynajmniej jeden z nich jest
zmotywowany, by zmienic¢ swojg strategie.

Zadanie 4

Dwoch graczy gra w gre w ktérej kazdy z nich ma do wyboru cztery strategie (gracz pierwszy A, B, Cii
D, za$ gracz drugi K, L, M i N). Wyptaty obrazuje ponizsza tabela. Znajdz wszystkie réwnowagi Nasha.

Gracz I
K L M N
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Rozwigzanie

Gracz Il
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W powyzszej grze mamy zatem trzy rownowagi Nasha. Sg nimi nastepujgce kombinacje strategii:
(A, L), (B, K) oraz (D, M).

Zadanie 5
Gra ,jastrzab” kontra ,,gotab”.

W czasie wedréowki po lesie samiec napotyka wielu innych samcow. Za kazdym razem ma dwie
mozliwosci zachowac sie jak jastrzab (agresja) lub jak gotgb (kooperacja). W zaleznosci od tego jaka
decyzje podejmie i jakg decyzje podejmie ten spotkany, obaj otrzymujg pewng wyptate, ktdrg
charakteryzuje nastepujgca tabelka:

Samiec B
jastrzab | gotfab

Samiec A | jastrzab | -5, -5 10,0
gotab 0,10 4,4

Jak powinien zachowywad sie typowy samiec idgc przez las?
Rozwigzanie

tatwo sie zorientowad, ze w grze tej wystepujg dwie rownowagi Nasha: (jastrzab, gotagb) i (gotab,
jastrzagb). To jednak nie jest zadna wskazowka dla konkretnego samca, jak powinien sie zachowywac.
Nadal bowiem stoi on przed wyborem: czy grac jastrzebia czy gotebia? Gdyby wszystkie samce graty
jastrzebia, to wowczas wszyscy by na tym stracili. Gdyby z kolei wszystkie samce graty gotebia, to
kazdemu optacatoby sie wytamac — jego wyptata z kazdego spotkania wzrostaby o 6.

W celu rozwigzania tego problemu, podzielimy populacje samcédw na dwie grupy. Niech p oznacza
utamek samcow grajgcych jastrzebia (lub inaczej prawdopodobienistwo, ze napotkany samiec zagra
jastrzebia). Woéwczas 1 — p oznacza utamek samcéw grajgcych gotebia (lub innymi stowy
prawdopodobienstwo, ze napotkany samiec zagra gotebia).

Obliczmy teraz oczekiwang wyptate z zagrania jastrzebia. Jesli gramy jastrzebia, wowczas z
prawdopodobienstwem p otrzymamy wyptate -5, za$ z prawdopodobieristwem 1 — p otrzymamy
wyptate 10. Wynika z tego, ze nasza oczekiwana wyptata to -5p + 10(1 — p) = 10 — 15p.

Jaka natomiast jest oczekiwana wyptata gdy gramy gotebia? Z prawdopodobienstwem p otrzymamy
0, zas$ z prawdopodobiefAstwem 1 — p otrzymamy 4. Nasza oczekiwana wyptatato Op + 4(1 —p) =4 —
4p.



Znamy juz teraz oczekiwane wyptaty z obu strategii. Gdyby oczekiwana wyptata z grania jastrzebia
byta wyzsza niz oczekiwana wyptata z grania gotebia, wowczas liczba jastrzebi by rosta az do
zréwnania sie tych wartosci. Gdyby oczekiwana wyptata z grania gotebia byta wyzsze niz oczekiwana
wyptata z grania jastrzebia, wéwczas liczba jastrzebi malataby na korzys¢ liczby gotebi znéw az do
momentu, w ktérym wartosci te zréwnajg sie. Wnioskujemy zatem, ze w stanie réwnowagi
oczekiwana wyptata z grania jastrzebia musi byé rowna oczekiwanej wyptacie z grania gotebia.
Zatem:

10-15p=4-4p, czyli6=11p, czylip = 6/11.

Wiemy zatem, ze w stanie rownowago 6/11 populacji to bedg jastrzebie, natomiast 5/11 (reszta)
beda zachowywad sie jak gotebie. Chodzace po lesie samce mogg albo podzieli¢ sie rolami zgodnie z
powyzszg proporcjg, albo przed kazdym spotkaniem losowaé i z prawdopodobiefstwem 6/11
przyjmowac role jastrzebia, za$ z 5/11 gotebia.

Mowimy, ze ((6/11, 5/11), (6/11, 5/11)) jest réwnowagq w strategiach mieszanych powyzszej gry, za$
(jastrzab, gotab) i (gotab, jastrzab) sg rownowagami w strategiach czystych. Strategie w ktérych
wybieramy jakas$ opcje nazywamy strategiami czystymi, natomiast strategie w ktérych kazdej z opcji
przypisujemy jakie$ prawdopodobienstwo wybrania jej, nazywamy strategiami mieszanymi.

Uwaga! Kazda z powyzszych gier ma rownowage w strategiach mieszanych (jako ¢wiczenie polecam
znalezienie réwnowagi w strategiach mieszanych dla gdy w ,,papier, nozyczki i kamien”).



