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Wprowadzenie

Zagadnienie minimalnego oporu jest jednym z najstarszych zagadnien optymalnego sterowa-
nia (przez niektérych uwazane za najstarsze zagadnienie rachunku wariacyjnego - w zaleznosci
od zalozen nakladanych na model fizyczny). Po raz pierwszy (przy mocnych zalozeniach) zo-
stalo ono rozwiazane przez Newtona w 1686 roku. Nie podat on co prawda sposobu, w jaki
doszed! do swoich rezultatéw, jednak prace podzniejszych matematykow wykazaly, ze jego
wyniki byly poprawne. Od czasow Newtona uczeni wielokrotnie powracali do tego proble-
mu, ostabiajac zalozenia i rozwiazujac je dla wielu szczegdlnych przypadkéw. Najczesciej
jednak zajmowano sie przypadkami w trzech i wiecej wymiarach. Prawdopodobnie wiekszos¢
uczonych uznata, ze przypadek dwuwymiarowy jest zbyt prosty i niewart zainteresowania.
Przekonanie to wydaje sie by¢ jednak mylne. Jak si¢ okazuje, problem minimalnego oporu
w dwoéch wymiarach, przy tych samych mocnych zalozeniach jest nieco bardziej ztozony od
problemu tréjwymiarowego, zaréwno pod wzgledem istnienia rozwigzan, jak i ich liczby.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie istnienia oraz liczby rozwiazan dwuwymiarowego
zagadnienia Newtona w zaleznosdci od zastosowanych metod rozwiazywania. W pierwszym
rozdziale zagadnienie to zostaje precyzyjnie sformutowane na rézne sposoby tak, aby bez
problemu mozna bylo pdzniej zastosowaé do niego zaréwno metody optymalnego sterowania
jak i metody tradycyjnego rachunku wariacyjnego. W drugim rozdziale przytoczone zostaty
najwazniejsze twierdzenia, niezbedne do dalszych analiz. W rozdziale trzecim zaprezentowano
oraz skomentowano wyniki, do ktérych doszli Christiana J. Silva oraz Delfim F. M. Torres
w swojej pracy [3], prébujac zastosowaé¢ metody optymalnego sterowania do zagadnienia, w
ktérym pochodna krzywej wyznaczajacej ksztalt ciala moze przyjmowaé¢ dowolne wartosci.
W rozdziale czwartym podane zostalo rozwiazanie podobnego zagadnienia, zaktadajace jed-
nak nieujemnos$¢ wzmiankowanej pochodnej. W piatym rozdziale zaprezentowano rezultaty,
do ktérych mozna doj$é stosujac tradycyjne metody rachunku wariacyjnego dla dwuwymia-
rowego zagadnienia Newtona.

Przy kazdym twierdzeniu zawartym w pracy znajduje sie odnosnik do literatury, z kté-
rej zostalo ono zaczerpniete. Twierdzenia sformutowane i udowodnione przez autora pracy
oznaczone zostaly gwiazdka ().






Rozdziatl 1

Sformulowanie problemu

W tréjwymiarowym problemie Newtona zadanie polega na wyznaczenie takiego ksztaltu
poruszajacego si¢ ciala, by osrodek w ktérym sie ono znajduje stanowil jak najmniejszy
op6r. Newton rozwigzal ten problem dodajac do modelu fizycznego wiele zalozen dotyczacych
zar6wno budowy ciala, jak i struktury osrodka [3].

Zaczniemy od wyliczenia oporu, jaki stanowi strumien czasteczek uderzajacy w powierzch-
nie poruszajacego si¢ ciata. Jezeli kat pomiedzy kierunkiem ruchu a styczna do powierzchni
wynosi 7/2 — a, woéwcezas ped czasteczki P’ mozna rozlozyé na dwie sktadowe - jedna réwno-
legla do stycznej, o wartosci | p'|sin« i druga prostopadla do stycznej, o wartosci || cos a.
Pierwsza z tych sktadowych mozemy zignorowaé¢. Druga natomiast rozktada sie na sktadowsg
prostopadla do kierunku ruchu, o wartosci | p’| sin «v cos «, ktéra z symetrycznosci osiowej ciata
mozemy rowniez zignorowaé, oraz sktadowa o zwrocie takim samym, jaki ma ped czastecz-
ki: P cos?a (rys. 1.1). Wynika z tego, ze opér jaki stanowi strumien czasteczek uderzajacy
w rozpatrywanym miejscu w powierzchnie ciata wynosi M cos® o, gdzie M jest pewny, stalg
niezalezna od ksztaltu ciala.

Zakladajac, ze krzywa oddajaca ksztalt ciata (po obréceniu jej wzdluz pionowej osi uktadu
wspdlrzednych) moze byé¢ wyznaczona przez pewna funkcje z : R — R, mozemy wyprowadzié:

COSZCM_ ! = !
Cl+tgla 14+2(t)2

)

Rysunek 1.1: Wyliczanie oporu



Calkowity opor stawiany przez osrodek ma postac:

R
o [
o 1+a(t)?

Zatem problem mozna sprowadzi¢ do zagadnienia:

R tdt )
J[z(-)] :/0 m — min;

x € PC'([0,R]); &(t) > 0;
z(0)=0; =z(R)=H; H,R>0.

Rozpatrujac to zagadnienie warto zastanowi¢ sie, czy niektére przyjete zalozenia nie sa
zbyt mocne i czy nie wpltywaja istotnie na ksztalt rozwiazan. Odpowiedz na to pytanie okazu-
je sie by¢ twierdzaca. Na przestrzeni czasu przeprowadzono wiele badan dotyczacych ksztaltu
ciata o minimalnym oporze, uchylajac rézne kombinacje wspomnianych zalozen. Okazuje sie
wiec, ze dobor klasy funkcji dopuszczalnych jako rozwigzania jest w tym przypadku niezwykle
istotny. Rozpatrywanie klasy funkcji cigglych nasuwa sie samo, jako logiczna konsekwencja
fizycznego pochodzenia omawianego zagadnienia. Okazuje si¢ jednak, ze to nie wystarczy.
Zalozenie obecne w modelu, orzekajace ze czasteczki tylko raz odbijaja sie od ciala (a wiec
zaraz po odbiciu konicza swa egzystencje) sprawia, ze dla funkcji ciaglych nie istnieje opty-
malny ksztalt ciata. Zalozenie to jest jednak niezwykle trudno wyeliminowaé¢. W efekcie, klasa
rozpatrywanych funkcji musi zostaé zawezona.

Aby w ogdle mozna bylo obliczyé warto$é oporu, ktéry napotyka cialo, konieczne jest
dodanie zatozenia o rézniczkowalnoéci prawie wszedzie badanych funkcji. Koniecznosé ta wy-
nika ze sposobu liczenia catkowitego oporu, bedacego funkcjonalem zaleznym od pierwszej
pochodnej krzywej obrazujacej ksztalt ciala. Innym zalozeniem czesto dodawanym do oma-
wianego zagadnienia jest nieujemnosé owej pochodnej. W pewnym sensie rekompensuje ono
fakt, ze czasteczki moga odbijac sie od ciata tylko raz, jest wiec logicznie uzasadnione.

W zwiazku z tym rozwazane bedzie nastepujace zagadnienie:

T = [ — i
0o 14+ &(t)?
reZ;, () =u(t) e
z(0)=0; =z(R)=H; H,R>0. (1.1)
Brane pod uwage beda nastepujace sytuacje:
1. Q =R oraz = = PCY([0, R])
2. O =Ry oraz = = PC([0, R))
3. Q=R oraz = = C([0, R))

W pierwszym przypadku, do zidentyfikowania ewentualnego minimum zostang uzyte za-
rowno metody optymalnego sterowania jak i klasyczne metody rachunku wariacyjnego. W
drugim, ze wzgledu na ograniczenie nalozone na pochodng - jedynie metody optymalnego
sterowania. W ostatnim zas, ze wzgledu na wezsza klase dopuszczalnych funkcji - jedynie me-
tody klasycznego rachunku wariacyjnego. Ze wzgledu na rézne klasy dopuszczalnych funkcji
oraz rézne metody, bedziemy mieli do czynienia z dwoma rodzajami ekstreméw. W przypad-
ku optymalnego sterowania bedzie to minimum mocne, natomiast w przypadku klasycznego



rachunku wariacyjnego bedzie to minimum stabe. Definicje obu ekstremow znajduja sie w ko-
lejnym rozdziale. W ogdlnoéci, nie mozna utozsamiaé ekstreméw mocnych i stabych, jednak
dla powyzszego zagadnienia istnieje pomiedzy nimi pewien zwigzek, ktéry zostanie uwidocz-
niony w rozdziale piatym.






Rozdziatl 2

Preliminaria

Kilka pierwszych definicji oraz twierdzen odnosi sie do tradycyjnego rachunku wariacyjnego.

Definicja 1. Niech F(t,z,%) : R? — R bedzie cigglq funkcjq trzech zmiennych. Zagadnienie

Tle()] = / " Pt (1), #(8)dt — min,

z(a) = xq, x(b) = xyp, (2.1)

gdzie dziedzing funkcjonatu J jest zbior funkcji C([a,b]) wyposazony w norme || - et (ap)) s
zdefiniowanqg jako

z() 1 (fap)y = sup max(|z(t)], [2(1)]),
t€la,b]

nazywamy najprostszym zagadnieniem rachunku wariacyjnego.

Definicja 2. Funkcje z(-) nazywamy dopuszczalng dla zagadnienia (2.1), jesli x € C*([a, b])
oraz x(a) = x4, x(b) = xyp.

Definicja 3. Funkcje & € C'([a,b]) nazywamy stabym minimum zagadnienia (2.1), jezeli
istnieje € > 0 takie, zZe J[x(-)] = J[Z(:)] dla wszystkich x(-) dopuszczalnych dla zagadnienia
(2.1), spetniajacych ||z(-) — Z()|[c1(jap) < €-

Twierdzenie 1 (Réwnania Eulera [1]). Niech Z(-) bedzie funkcjq dopuszczalng dla zagadnie-
nia (2.1) oraz niech funkcje F, F,,, Fy; bedq ciggle w otoczeniu krzywej [a,b] 3 t — (¢, Z(t), Z(t)) €

R3. Jezeli funkcja Z(-) jest stabym minimum zagadnienia (2.1), wéwczas funkcja Fi(-) jest
rozniczkowalna oraz spetnione jest réwnanie Eulera:

OF _ dof 22
Oxr  dt 0%

W notacji zastosowanej w Twierdzeniu 1 uzyto funkcji ﬁx(), zdefiniowanej w nastepujacy
sposob: Fi(t) = Fy(t,Z(t),2(t)). W pracy wielokrotnie jeszcze bedzie uzywany analogiczny
skrot myslowy. Funkcja 7z daszkiem” jednej zmiennej powstaje z funkcji ”bez daszka” wielu
zmiennych, poprzez wstawienie potencjalnego kandydata na ekstremum, w miejsce odpowied-
nich parametrow.

Twierdzenie 2 (Warunki Weierstrassa-Erdmanna [2]). Jezeli zamiast zbioru C1([a,b]) roz-
wazymy jako dziedzine zagadnienia (2.1) zbiér PC'(la,b]), wéwczas aby dana funkcja z(+)
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stanowila stabe minimum zagadnienia (2.1), we wszystkich swoich punktach rézniczkowalno-
$ci musi ona spetniaé réwnanie Eulera (2.2), a dla kazdego punktu t; € (a,b), w ktorym nie
jest rozniczkowalna, musi spelniacé nastepujgce warunki Weierstrassa-Erdmanna:
Fili—t,—0 — Fili=t;+0 = 0,
(F — @F3)|i=t,—0 — (F — ©F3)|1=t,40 = 0.

Twierdzenie 3 (Warunek Legendre’a [2]). Jezeli funkcja Z(-) jest stabym minimum zagad-
nienia (2.1) oraz funkcja Fyg jest okreslona w otoczeniu krzywej [a,b] 5 t — (¢,Z(t),Z(t)) €
R3, wowczas spelniony jest nastepujacy warunek Legendre’a:

0i2 =
Kolejne definicje i twierdzenia wprowadzaja pojecia i fakty zwiazane z metodami opty-
malnego sterowania.
Definicja 4. Niech Q@ C R™, F(t,x,u) : [a,b] x R" x Q — R bedzie funkcjq ciggla i o(t,x,u) :
[a,b] x R™ x Q — R™ bedzie odwzorowaniem cigglym. Zagadnienie

Tle(), u()] = /abF(t,x(t),u(t))dt . min,

T =p(t,z,u), (Vtu(t) € Q),z(a) = x4, 2(b) = xy, (2.3)
gdzie dzieding funkcjonalu J jest przestrzenn X = PCY([a,b], R") x PC([a,b], R™) wyposazona
w norme || - ||sup, zdefiniowang jako

(2 (), u()llsup = sup |2(t)],
te(a,b]
nosi nazwe problemu optymalnego sterowania. Funkcje z(-) nazywamy zmienng stanu,
a funkcje u(-) nazywamy zmienng sterowania.

Klasa PC'(A, B) stanowi w powyzszym rozumieniu zbiér funkcji ciaglych, rézniczko-
walnych za wyjatkiem skonczonej liczby punktéw, ktorych dziedzing jest zbiér A, a obraz
dziedziny zawiera si¢ w B. Klasa PC(A, B) jest to zbiér funkcji ciagltych za wyjatkiem skon-
czonej liczby punktow, o nieciaglosciach pierwszego rodzaju, ktorych dziedzing jest zbidr
A, a obraz dziedziny zawiera sie w B. Jak sie pdzniej okaze, precyzyjna identyfikacja klasy
rozpatrywanych funkcji jest niezwykle istotna.

Definicja 5. Uporzadkowang pare funkcji (x(-),u(-)) € X, ktdra spelnia ograniczenia zagad-
nienia (2.3) nazywamy parg dopuszczalng dla zagadnienia (2.3).

Definicja 6. Dopuszczalna dla zagadnienia (2.3) pare (Z(-),u(-)) nazywamy mocnym mi-
nimum problemu optymalnego sterowania (2.3), jezeli istnieje € > 0 takie, ze J[x(-),u(-)] >
J[Z(),u(")] dla wszystkich dopuszczalnych par (x(-),u(-)), spelniajgcych ||x(-) — Z(-)||sup < €.

Definicja 7. Funkcjonal

b
Ll(z(-),u()), A = /a L(t,z(t), 2(t), u(t))dt,
gdzie
L(t,x,z,u) = AF(t,z,u) + p(t) - (& — o(t, z,u)),

nosi nazwe funkcji Lagrange’a dla problemu (2.3). Mnoznikiem Lagrange’a w tym przy-
padku jest uporzqdkowana para (p(-), ), gdzie p : [a,b] — R™ oraz A € Ry. Funkcja L nosi
nazwe lagranzjanu.
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Twierdzenie 4 (Zasada maksimum Pontriagina [1]). Rozpatrzmy dopuszczalng dla zagad-
nienia (2.3) pare (Z(-),u(-)) oraz funkcje F, Fy, ¢ i ¢z, ciggle w otoczeniu krzywej [a,b] 3
t— (t,2(t),u(t)) € R xR™ x Q. Jezeli para (Z(-),u(-)) jest mocnym minimum lokalnym pro-
blemu (2.3), wéwczas istnieje niewjemna liczba A oraz odwzorowanie p(-) € PC([a,b],R™), z
ktorych przynajmniej jedno jest rézne od zera, takie, Ze rownania Eulera:

O~ DO s b1 = (1) - 2ult) + AP (1),

a takze warunek minimum

min L(t, 2(t), Z(t), u) = L(t)

sq spelnione dla kazdego punktu cigglosci u(-).

Definicja 8. Ekstremalg Pontriagina nazywamy odwzorowanie [a,b] > t — (Z(t),u(t), A\, p(t)) €
R™ x Q x R x R", gdzie T,u, A\ oraz p spetniajg warunki Twierdzenia 4.

Twierdzenie 5 ([5]). Jezeli (Z(t),u(t),\,p(t)) jest ekstremalg Pontriagina, wowczas dla
dowolnej stalej p > 0, ekstremalqg Pontriagina jest rowniez (T(t), u(t), uX, up(t)).

Powyzszy prosty fakt wynika bezposrednio ze sposobu konstrukeji ekstremal Pontriagina.
Aby go dowies¢ wystarczy podstawi¢ puA oraz up w miejsce A oraz p w Twierdzeniu 4.

Definicja 9. Fkstremale Pontriagina (Z(t),u(t), A, p(t)) nazywamy normalna, jezeli X # 0.
W przeciwnym razie nazywamy jo anomalng (ang. "abnormal”).

Definicja 10. Hamiltonianem nazywamy funkcje H : [a,b] x R™ x Q — R spelniajgcg
H(t7 xz, u) = p(t) ’ @(t7 Z, u) - )‘F(ta €L, U)

Funkcje Hamiltona (Hamiltonian) mozemy otrzymaé poprzez zastosowanie do lagranzjanu
przeksztalcenia Legendre’a [1].

Zasada maksimum Pontriagina moze by¢ zatem zapisana w postaci hamiltonowskiej.
Woéwezas dla nieujemnej statej A oraz odwzorowania PC!([a,b],R™) 3 p : [a,b] — R™ (przy
czym nie moga by¢ jednoczeénie réwne zero) zachodzi:

T= Ap, (uklad sterowania)
p=—H,, (uktad pomocniczy)
H(t) = maxyeq H(t,Z,u) (warunek maksimum)

Uktad sterowania i uktad pomocniczy tworza razem uklad Hamiltona.
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Rozdziat 3

Przypadek nieograniczony

Na poczatku zajmiemy sie zagadnieniem (1.1), dla ktérego Q = R oraz = = PC([0, R]). Aby
odnalez¢é mocne minimum tego zagadnienia, zastosowana zostanie zasada maksimum Pontria-
gina (Twierdzenie 4). Dostosowana do rozpatrywanego problemu brzmi ona w nastepujacy
sposob:

Twierdzenie 6 ([3]). Jezeli para (Z(-),u(:)) stanowi mocne minimum zagadnienia (1.1),
gdzie Q = R oraz = = PC([0, R)]), wéwczas istnieje niezerowa para (N, p(+)), gdzie X > 0
oraz p(-) € PCY([0, R],R) taka, ze dla prawie wszystkich t € [0, R] spetnione sq nastepujgce
warunki:

B(t) = —H(t),

A1 () = max H(u, \, (1)) (3.1)

gdzie Hamiltonian H jest zdefiniowany jako

A
H(u, A, p(t)) = p(t)u — 112
Twierdzenie 7 ([3]). Wszystkie ekstremale Pontriagina (Z(-),u(-), A, p(:)) spelniajoce wa-
runki Twierdzenia 6 sq ekstremalami normalnymi, dla ktérych A > 0 oraz p(-) = —p < 0.
Dowdd. Poniewaz hamiltonian H nie zalezy od x, wiec —H, = 0 = p, zatem p(t) = —u

dla pewnego rzeczywistego . Jezeli p = 0, to A > 0, co jest konsekwencja Twierdzenia 6.
Wéwezas réwnanie (3.1) przybiera postaé
—-A —A
——— = max —,
1+a(t)?  weR 14 u?

a poniewaz A > 0, maksimum nie moze by¢ osiagniete (v — +00). W zwiazku z tym p # 0.
7 drugiej strony, dla ¢ < 0

—-A
ma — pu
uelé( (1 + u? a )
rowniez nie istnieje, w zwiazku z czym p > 0.
Zalézmy teraz, ze A = 0. Rownanie (3.1) przybiera postaé

—pi(t) = — ).
p(t) = max(—pu)
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Takze w tym przypadku maksimum nie istnieje. (Gdyby zamiast R rozpatrze¢ jako € zbiér
R, , wéwcezas maksimum byloby osiggniete dla u = 0, co jest niemozliwe w konfrontacji z
warunkami y(0) = 0, y(R) = H i H, R > 0 oraz faktem, ze 4(t) ma skonczong liczbe punktow
nieciaglodci.) Zatem \ < 0. O

Na podstawie Twierdzenia 7, zmienna sterowania 4(-) musiataby spelnia¢ warunek

= —A
H(t) = —
® = (5 ).

gdzie A, > 0. Jest to jednak niemozliwe (v — —o0). Nie istnieje zatem funkcja u(-), ktéra
spelniataby warunki konieczne minimum. Zatem mocne minimum zagadnienia (1.1), dla Q =
R oraz E = PC([0, R]) nie istnieje.

W artykule [3] autorzy argumentuja, ze znalezli minimum lokalne rozwazanego zagadnie-
nia. Nie precyzuja oni jednak czy chodzi im o minimum stabe, czy mocne. Z zastosowanych
przez nich metod (optymalne sterowanie) mozna wnioskowaé, ze maja na mysli mocne mi-
nimum (ktére z definicji jest minimum lokalnym). Tymczasem mocne minimum, w $wietle
powyzszych rozwazan, nie istnieje. PrzesledZmy (nieco przeredagowany) tok ich rozumowania.

Najpierw odpowiemy na pytanie, czy istnieje maksimum lokalne funkcji H (u, A, —p), ze
wzgledu na parametr u. Rozpatrzmy warunki pierwszego rzedu:

OH 2 \u U
e — _—pyes—— = 3.2
ou (14 u?)? K (1+u?)? ’ (3:2)
gdzie C' > 0 jest pewng stata. Zatem u € R,..
d U 1 —3u?

du(1+u2)2  (1+u2)3
Funkcja W na przedziale (0,(v/3)7!) jest rosnaca, a na przedziale ((v/3)~!, +00)
malejaca, przy czym lim, 1o ﬁ = (. Zatem réwnanie (3.2) albo nie ma zadnych roz-

wiazan, albo ma jeden pierwiastek 4 = (1/3)~!, albo dwa pierwiastki @; € (0, (v/3)7!) oraz
iz € ((V3)71,4+00), w zaleznosci od wartoéci statej C. Ponadto, dla dowolnej liczby @ € R
istnieje C' > 0 takie, ze u jest rozwiazaniem (3.2).

Analiza warunkéw dostatecznych dla maksimum pokazuje, ze

1. dlau e (?, +00) zachodzi Hy,, < 0,
2. dlau= @ zachodzi Hy, = 0 oraz Hyy, # 0,

3. dla u € (0, %3) zachodzi Hy, > 0.

W przypadku pierwszym mamy do cznienia z lokalnym maksimum, w przypadku drugim nie
jest to ani maksimum, ani minimum, w przypadku za$ ostatnim jest to lokalne minimum [3].
Zatem U € ((v/3)™1, +00). T jest wiec funkcja liniowa, laczaca punkty (0,0) i (R, H) oraz
stanowigca minimum lokalne rozpatrywanego zagadnienia dla H/R > (v/3)7L.

Komentarz do tego toku rozumowania nalezy rozpoczaé¢ od zadania pytania, jakie wila-
Sciwie zagadnienie rozwigzali autorzy artykutu i czym jest uzyskane przez nich rozwiazanie.
Jezeli odpowiednio zawezimy zbiér €2, minimum lokalne stanie si¢ globalnym, a wigc uzyska-
my rozwigzanie pewnego zagadnienia optymalnego sterowania. Z drugiej strony, rozpatrywane
zagadnienie przestanie wowczas by¢ przypadkiem nieograniczonym. Wiecej szczegdlow na ten
temat zostanie podanych w rozdziale nastepnym.

Inna mozliwosé jest taka, ze autorzy mieli na mysli stabe minimum a nie minimum lokalne.
7 powyzszego toku rozumowania nie wynika to jednak w sposéb oczywisty. Wiecej szczegbtow
na ten temat znajduje sie¢ w rozdziale piatym.
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Rozdziatl 4

Przypadek ograniczony

Obecnie rozpatrywaé bedziemy zagadnienie (1.1), dla ktérego 2 = R, oraz = = PCL([0, R)).

Do rozwigzania tego zagadnienia postuzg nam zmodyfikowane wersje Twierdzenia 6 i
Twierdzenia 7, z poprzedniego rozdziatu (po modyfikacji bedziemy je oznaczaé¢ odpowiednio
Twierdzenie 6a i Twierdzenie 7a). Modyfikacja polega na wzigciu zbioru Q = R, w miejsce
zbioru 2 = R. Prawdziwos¢ Twierdzenia 6a jest oczywista, a dowdéd Twierdzenia 7 zawiera
komentarze niezbedne do uwzglednienia wzmiankowanej modyfikacji.

Twierdzenie 8 ([3]). Ekstremale Pontriagina dla zagadnienia (1.1) stanowig minimum glo-
balne.

Dowdd. Checemy pokazaé, ze dla T bedacego elementem ekstremali Pontriagina i kazdego
dowolnego = dopuszczalnego dla zagadnienia (1.1) zachodzi

R R d R dt
ﬂﬂﬂ?ﬂﬂﬂ@A 1H%y>ﬁ 1+a(t)?

Z (3.1):

Zcalkujmy stronami:

[ (s =) > [ (s = )

z czego po przeksztalceniach otrzymujemy

/R dt </R dt
o 1+a(t)? " Jo 1+u(t)?

poniewaz wszystkie dopuszczalne dla zagadnienia (1.1) pary (z,u) spelniaja

R R
/u@ﬁ:/i@ﬁ:ﬂ&—ﬂ@zﬂ
0 0
O

Dzieki temu twierdzeniu rozwiazany zostaje problem istnienia minimum rozpatrywanego
zagadnienia. Jezeli istnieje ekstremala Pontriagina, wowczas nalezace do niej zmienne stanu
i sterowania stanowia minimum globalne.
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Zajmiemy sie teraz odszukaniem tych ekstremal. Warunek (3.1) (Twierdzenie 6a) w po-
taczeniu z Twierdzeniem 5, daja réwnosc:

_ 1 1
H(t) = —pii(t) — ——— = — i —
(1) = =1t = 72 fé%f( i 1+u2)

Poniewaz lim, 4 oo —pu — ﬁ = —o00,a H(0,1,—u) = —1, nalezy sprawdzi¢ czy istnieja
lokalne maksima funkcji H wewnatrz obszaru R . Jezeli istnieja, trzeba sprawdzié, czy sa nie
mniejsze niz —1, w przeciwnym wypadku warto$¢ maksymalna wybijana jest wytacznie na
brzegu zbioru.

Z poprzedniego rozdzialu wiadomo, ze lokalne maksimum funkcji H (z ustalonymi po-
zostalymi parametrami) istnieje wylacznie dla u > (v/3)~!. Z warunkéw pierwszego rzedu

mozna wyliczy¢ wartosé¢ u, dla ktérej ustalone u stanowi maksimum lokalne hamiltonianu:

_ 2u
F=0+u)?
Rozpatrzmy trzy przypadki:
1. ue ((vV3)71,1). Wowczas
1+ 3u? 2u? 14 u?
2 4 2 2, 4
> =143 >142 5> ——= > 1= — — < —-1=
LG S CR)E A+ w22 L+
= —pu— — < —1,
14 u?
2. dla u =1 zachodzi H(1,—pu,1) = —1,
3. u € (1,400). Wéwczas
1+ 3u? 2u? 14 u?
2 4 2 2, 4
< =143 <142 5> ——= <1= - — >—1=
I (e A+ w2 (L+u2)
= —uu — > —1,
14 u?

Zatem istnieja wymagane state \ i p takie, ze albo uv > 1 maksymalizuje Hamiltonian, albo
zaréwno u = 0 jaki i u = 1 stanowia jego maksimum globalne. W potaczeniu z warunkami
poczatkowymi (Z(0) = 0,Z(R) = H) otrzymujemy nastepujace rozwiazanie: jezeli H/R > 1,
woéwezas U = H/R oraz @ = tH/R; jezeli H/R < 1, wéwczas U jest funkcja réwna tozsa-
moéciowo zeru za wyjatkiem skonczonej liczby przedziatléw, na ktérych jest rowna jeden i
ktorych jednowymiarowa miara Lebesgue’a sumuje sie do H. Wynika stad, ze dla H/R > 1
istnieje dokladnie jedno rozwiazanie rozpatrywanego problemu, za$ dla H/R < 1 rozwiazan
jest nieskonczenie wiele.

Interesujace jest poréwnanie pierwszego punktu z powyzszej listy z rezultatami uzyskany-
mi w poprzednim rozdziale. Widaé¢ bowiem, ze znalezione przez autoréw [4] minimum lokalne,
staje sie minimum globalnym, po ograniczeniu 2 z R do R, oile H/R > 1. Tymczasem, jedli
H/R € ((v/3)7!,1), w maksimum lokalnym Hamiltonian osiaga mniejsza wartosé niz w zerze,
stad, jesli 2 zawiera zero, wéwczas rozwiazanie nie istnieje. Co wiecej osiaga on woéwczas w
owym maksimum lokalnym wartos¢ mniejsza, niz dla dowolnego u < 0. Zatem, aby © = H/R
byto rozwiazaniem zagadnienia (1.1) dla H/R < 1, zbiér Q musi by¢ podzbiorem wlasciwym
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R, (jest to warunek konieczny, lecz niewystarczajacy). Tak wigc ograniczenia sa tu jeszcze
wieksze niz w rozwazanym powyzej " przypadku ograniczonym”.

Warto réwniez podkreslié, jak wazne jest precyzyjne okreslenie klasy rozpatrywanych
funkcji. Oznaczmy jako c(t) : [0,1] — [0, 1] funkcje Cantora. Rozwazmy funkcja

v(t) = [t — c(t)]1o,1(t) + (€ — 1)1 21(2).
Funkcja ta ma nastepujace wlasnosci:
1. Jest ciagta.
2. v(0) =0,v(2) = 1.
3. Jest prawie wszedzie (przedzialami) rézniczkowalna.
4. 0(t) = 1, prawie wszedzie.
5. Ju(-)] =1.

Tymczasem z powyzszych rozwazan wynika, ze wartosé¢ funkcjonatu J[z(-)] dla zagadnie-
nia (1.1), dla ktérego 2 = R, oraz = = PC*([0, R]) wynosi co najmniej 1,5. Niezgodno$é ta
wynika m.in. z faktu, ze w zetknieciu z funkcja v(-) Twierdzenie 8 przestaje mie¢ sens - ostat-
nia r6wnosé ( fOR u(t)dt = H) jest nieprawdziwa. W przypadku funkcji v(-), problemem jest to,
ze nie posiada ona Wtasnosci N Luzina. Wlasnosé ta gwarantuje, ze ”wktad” punktéw niecig-
glosci pochodnej w przyrost funkcji wynosi 0. Funkcje dopuszczalne dla analizowanych przez
nas zagadnien maja tylko skonczona liczbe punktéw, w ktorych nie sa rézniczkowalne, wiec
posiadaja te pozadang wlasnosé. Jezeli dodamy do tego zalozenie, ze pochodna jest prawie
wszedzie nieujemna (z czego wynika, ze funkcja ma ograniczona wariacje), tatwo wywniosko-
waé, ze brane pod uwage funkcje musza by¢ absolutnie ciagte [5]. Gdyby funkcje dopuszczalne
mogly nie mie¢ Wtasnosci N Luzina, wéwczas wiele przytoczonych w poprzednich rozdziatach
argumentow stracitoby sens.
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Rozdziatl 5

Rozwigzanie metodami klasycznymi

W tym rozdziale przedmiotem poszukiwan beda stabe minima. Do ich odszukania zostang
zastosowane narzedzia tradycyjnego rachunku wariacyjnego. Na poczatku rozpatrywaé be-
dziemy zagadnienie (1.1), gdzie = R oraz = = C'([0, R]). Zaczniemy od udowodnienia
pewnego pomocniczego twierdzenia.

Twierdzenie 9 (*). Niech dana bedzie funkcja

a0+a15+a252+...+anc§"

J) =
1(9) bo + b10 + b202 + ...+ b,0"
o rzeczywistych wspolczynnikach ag,ay,...,an, by, b1, ..., by, gdzie ag,bg > 0. Jezeli
ﬂ:ﬁ dla i=1,2,....k;k<n oraz %<bk7+1,
ag bo ao bo

wowczas funkcja ta jest malejgca na pewnym przedziale [0,¢€), gdzie € > 0.

Dowod.

a b a; b;
k+1<ﬂ oraz t L dla

i=1,2,... kk<n=

ap bo ap by
b b b b
14+ By B2y Thgh | Dblgeit g Oy, O252  y Dhgk Rl gkt
ap aop ap agp bo bo bo bo

gdzie § > 0. Wobec tego

bo +b16 + ...+ by 05 _ a0 +aid+ ...+ app 00! _
bo ap

ap  ap+aid+ ...+ app0Ft!

bo ~ bo+bid+ ...+ bR

Poniewaz § mozna dobra¢ dowolnie mate, wyrazy rzedu wyzszego niz k + 1 réwniez moga by¢
dowolnie male, w poréwnaniu z wyrazami nizszych rzedéw. Mozna zatem napisaé

ap _ ap+aid+...+apd"

f(o):E bo + b10 + ... + bpon = 109),

dla odpowiednio matych § > 0. Funkcja f, jako wymierna, jest zatem malejaca na pewnym
niepustym przedziale zawierajacym zero oraz pewne liczby dodatnie. O
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Twierdzenie 10 (k). Z(t) = tH/R jest stabym minimum zagadnienia (1.1), gdzie Q@ = R
i 2 = CY[0,R]), dla H/R > (v/3)7'. Dla H/R < (/3)™! stabe minimum tego zagadnienia

nie istnieje.

Dowdd. Poniewaz funkcja podcatkowa funkcjonalu J nie zalezy od x, warunki konieczne
istnienia ekstremum stabego (R6wnania Eulera, Twierdzenie 1) przyjmuja postaé:

d 2u 2u

———s =0 ——= = C,

dt (1 +u?)? (1+u?)?
gdzie C' € R. Ponadto u € C([0, R]), zatem minimum (o ile istnieje) musi by¢ postaci Z(t) =
tH/R.

Zaléimy, ze T =1 = H/R < (v/3)~!. Woéwczas

3u% —1
F,=2——-=<0.
uu (1 +’l/i2)2 <

Zgodnie z Twierdzeniem 3, nie sa spelnione warunki konieczne istnienia ekstremum stabego,
zatem dla H/R < (1/3)~! ono nie istnieje.

Rozwazmy z kolei przypadek H/R = (v/3)7'. Zgodnie z definicjg ekstremum stabego,
istnieje & > 0 takie, ze dla kazdej funkcji & spelniajacej ||Z —Z[|c1 ([0, 7)) < € zachodzi J[Z(-)] <
J[Z(+)]. Pokazemy, ze nie jest to prawda.

Dla pewnego matego § > 0 rozpatrzmy funkcje z € PCL([0, R]) taka, ze z(t) = u(t) =
(H/R—6H)1( r—p)(t)+ (H/R+6(R—H))1(g_p p)(t) oraz funkcje (t) € C*([0, R]) réwna
z(t)dlat € [0,R— H—¢U[R— H+¢&, R], ana przedziale (R— H — ¢, R— H + ), stanowiaca
dobre jej przyblizenie klasy C! (¢ > 0).

Ustalmy € > 0. Dla odpowiednio matych § istnieja funkcje Z i Z takie, ze || —Z[|c1(jo,g)) <
e. Ponadto J[z(:)] = J[z(-)] + 0, gdzie R 5 ¢ — 0, gdy & — 0. Sprawdzimy teraz, jak
zachowuje si¢ wartosé¢ funkcjonatu J[z(-)] w zaleznosci od 0.

B R 4t R—-H dt H dt
JW'”—/O m:/o 1+ (H/R — 6H)? +/o 1+ (H/R+ (R — H))?

_ R—-H H
T 1+ (H/R—0HZ "1+ (H/R+0(R_H))?

(R—H)1+ (H/R+§R—H))’|+ H[1+(H/R—0H)?)] L

1+ (H/R—-0H)?|[1+ (H/R+d(R—H))?| M

Bez straty ogdlnoéci mozemy zatozyé, ze H = 1 oraz R = /3. Wowczas

L—\/§+\}§+26\/§—45+6\/§52—962

oraz

M = (i —25\}3+52> (§+25<1 - \}g) +52(4—2\/§)).

Poréwnajmy wspoétczynniki przy 0 w liczniku i mianowniku:

4 1 4
aw VBt L 2 16/9 by’
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Poréwnajmy wspétczynniki przy 62 w liczniku i mianowniku:

ay  6/3-9 18-9y3 3t+3(4-2V3)— (-5

ao_\/§+%_ 4 16/9 b

Poréwnajmy wspétczynniki przy 62 w liczniku i mianowniku:

a 9 5\ 20— - FM@-2v3)
w050 v) 16/9 "

Zatem, na mocy Twierdzenia 9, J[z(-)] < J[Z(-)] dla odpowiednio malych . Poniewaz
o mozna wzia¢ dowolnie male, zachodzi réwniez J[z(-)] < J[Z(-)]. Wobec tego dla H/R =
(v/3)7! nie istnieje stabe minimum.

Zalézmy na koniec, ze H/R > (v/3)~!. Z rozwazai zawartych w poprzednich rozdziatach
wiadomo, zZe istnieje zagadnienie (1.1), dla ktérego Q2 = [H/R — 6, H/ R + 0] takie, ze funkcja
Z(t) = tH/R stanowi jego mocne minimum.

Rozwazmy wobec tego K - zbiér wszystkich funkcji x € PCY([0, R]) takich, ze z(0) =
0,2(R) =H,&(t) € [H/R—6,H/R+ 6] dla t, w ktérych &(t) jest okreslona, ||z — Z||syp < €
oraz &(-) ma skonczona liczbe punktéw, w ktérych nie jest okreslona. € dobierzmy tak, zeby
zgodnie z definicja mocnej zbieznosci Vo € K J[z(-)] > J[Z(-)].

Oznaczmy & = min(e, §) i zdefiniujmy M - zbiér wszystkich funkcji = € C*([0, R]) takich,
ze x(0) = 0,2(R) = H, ||z — Z||c1(o,r)) < & Wowezas T € M C K. Z tego prosty wniosek,
ze Vo € K J[z(-)] > J[Z()] = Vo € M Jz(-)] > J[Z(-)], a wiec Z jest slabym minimum
rozpatrywanego zagadnienia.

&F

O

W ostatniej czesci dowodu ujawnia sie wzmiankowana wczedniej relacja pomiedzy mini-
mum stabym a minimum mocnym. Wynika ono jednak ze specyfiki rozpatrywanego problemu
- w ogolnosci (co pokazaly wezedniejsze rozwazania) istnieja minima stabe, nie bedace mini-
mami mocnymi oraz istnieja minima mocne, ktore nie stanowig miniméw stabych, mimo iz
sa funkcjami klasy C*.

Na koniec sprobujemy udzieli¢ odpowiedzi na pytanie, czy istnieja minima stabe klasy
PC"'. Zgodnie z Twierdzeniem 2, na kazdym przedziale rézniczkowalnoéci, rozwigzanie takie
musi spetnia¢ rownania Fulera, jest wiec funkcja kawaltkami liniowa. Rozpatrzmy dwa sasia-
dujace kawalki. Oznaczmy je przez x1(-) i z2(+) (u1 = &1(t), ug = #2(t)). Zgodnie z warunkami
Weierstrassa-Erdmanna musi zachodzié¢

U1 U2
= 5.1
(1+u)?  (1+u3)? (5-1)
1—u? _ 1 — ul (5.2)
I+uf)?  (1+ud)?
Podstawiajac réwnanie (5.1) do réwnania (5.2) otrzymujemy
1—u? 1—ud w 1 1
— — :> —_— = — — . 5-3
1+u2)?2  (14+ud)uy ~w “ U2 2 (5:3)
Funkcja (HuQ)Q jest ujemna dla u < 0 i dodatnia dla u > 0 zatem zgodnie z (5.1) wartosci

up 1 up musza byé tego samego znaku. Tymeczasem funkcja  — v ma pochodna Scisle ujemna
i jest nieokreslona w zerze. Jezeli wiec u; # ug, to wartosci uj i ue musza byé¢ na podstawie
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(5.3) r6znych znakéw. OtrzymaliSmy sprzecznosé, zatem u; = ug. Poniewaz U jest stale na
dowolnych dwdch sasiednich przedziatach, na ktorych pochodna istnieje, punkty nieciggtosci
pochodnej faktycznie nie istniejg. Wobec tego jedyne rozwigzania klasy PC! sa réwniez klasy

C', czym juz sie zajmowali$my.
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Rozdziat 6

Podsumowanie

Liczbe rozwiazan zagadnienia (1.1) zaleznie od H/R oraz rodzaju szukanego minimum pre-
zentuje ponizsza tabelka:

H/R minimum mocne (v > 0) minimum stabe (u € R)
€ (0, ] +00 0
i
€(5 D +00 1

€ [1,400) 1 1

Postaé tych rozwigzan to:
1. Z(t) = tH/R: dla miniméw stabych oraz minimum mocnego, przypadek H/R € [1,400),

2. dowolna funkcja, ktérej pochodna przyjmuje warto$¢ 0 poza skonczong liczba prze-
dzialéw o sumarycznej dlugosci 1, na ktérych jest réwna 1: dla minimum mocnego,
przypadek H/R € (0,1).

Dla u € R minimum mocne nie istnieje.
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